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6.3 TEMA DE CONTROL

1. Functia f :[0,1]><[O,1]—>D ,
X2y
—— daca , 0,0
F(xy)=1x" +y2 aca (x,y)=(0,0)
0, daca (x,y)=(0,0)

este integrabila?
Raspuns. Integrabila (are un singur punct de discontinuitate).

2.Sasearateca f:[-11]x[-11]—>0,
2Xy S
— 5 daca (x,y)=(0,0)
f(xy)= (X +y)
0, daca (x,y)=(0,0)

nu este integrabila.

Raspuns. Nu este marginita.

3. Sa se calculeze ariile domeniilor plane:

2y
D:{(x,y)‘¥+b—2£1}

Réspuns. wab.
4. D:{(x,y)|1£x2 +y?<9, x< ySSx}.
4nt
Ra . —.
aspuns 3
Sa se calculeze urmatoarele integrale duble:
5. _stin(xy)dxdy, unde D =[0,1]x[0,x].
D

Raspuns. 1.
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6. ”;—zdxdy, unde
D

D

{(x, y)‘XE[l,Z],%S ySX}.

Raspuns. %
7. ”(xz +y?—4x—4y +10)dxdy, unde
D

D {(x y)|x° +4y? - 2x - 16y +13£O}.

Raspuns. 1777: .

8. J]\/l— x? — y?dxdy, unde D ={(x, y)|x° +y? < x}.
D

Raspuns. E(E — gj :
32 3
2 2
XY
Q. _g 1 ¥ bzdxdy,unde
2 2
D={(xy)2<X+L <1 x>0ab>0
4 a“ b
Raspuns. nat:l\/g.

10. Sa se calculeze integrala dubla
I :H(x2 + yz)dxdy,
D
unde D domeniul delimitat de dreptele
y=X y=x+a, y=a, y=3a (a>0).

Raspuns. 14a*.
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11. Sa se calculeze volumul corpului marginit de suprafetele:
=0, x> +y>=1 x+y+z=3.

Rispuns. 37.

12. Sa se calculeze volumul corpului marginit de suprafetele:
z=xy%, x> +y*=R? y=0, x=0,
aflat In primul cadran.
R®
Raspuns. —.
15

13. Sa se calculeze masa unei placi plane de grosime neglijabild daca densitatea

2
p(x,y)=x2+y?, iar D—{(x,y)‘lSXZJr y2 34}.

Raspuns. 7577: .

14. Sa se calculeze coordonatele centrului de greutate al unei placi plane de grosime
neglijabild cu densitatea p(X, y) =Y si care are forma datda de domeniul

D:{(x,y)|x+y£2, y2x2}.

Raspuns. Xg = B _ 235

32 ST

15. Sa se afle momentul de inertie in raport cu axa Ox a triunghiului delimitat de
dreptele x=2,y=2,x+y—-2=0.
Réaspuns. 4.

16. Daca u:[a;,by | >0 | siv:[ay,b,] >0 | suntintegrabile, atunci:
(i) f:]a.b]x[ab,] >0  f(x,y)=u(x)+Vv(y) este Darboux integrabild pe D
si

a

J.J.f =(b, —az)f:u+(bl—a1)jb2v;
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(i) g=[a.b]x[a.b,] >0, g(x,y)=u(x)v(y) este Darboux integrabild pe D

si

17. (i) Fie f:[0,1]x[0,1] »>C

1 xe[0,1]N(0 -0 )U{0} sau ye(DO -0)N[0,1];

f(x,y)=
(%) 1—§,x,ye[0,l]ﬂD,x=§, p.ged”, (p.q)=L

Sa se arate ca f este Darboux integrabila pe [O,l]2 :
(ii) Daca £ :[0,1] >, f(x)(y) =f(x,y), Vxe[01],ye[01] sa se arate ca
f(x) nu este integrabila pe [0,1], vV xell N [0,1].

18. Fie multimea

G ={(x.y)e[0,A N 2‘ X =

!

m, y:%, mm’,nell, n=0si (m,n):lz(m’,n)

n
si functia @ :[0,1]2 —[]
1, (x,y)eG;

0, (x,y)e[0.1]° -G.

g(x,y)={

(i) S se arate ci g nu este integrabila Darboux pe [0,1]2 :
(i) Daca y [0,1]N0, y:m; mned, n=0, (mn)=1,
n
lar

1, X:K,
n

(k,n)=Lk<n;

(k,n)zl,kgn},

gy (X)=

0, XE[O,l]—{x:E

n

1
sd se arate cd g, este integrabild pe [0,1] si Igy =0.
0
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19. Fie f:D -], D:{(x,y)eD 2|x2+y2£2y, y+x2£2}

Xy
1+x2 +y?

f(xy)=

sin(u)+1
. 1
2—u2
0.5
0 0 \ /
-1 -0.5 0 0.5 1
-1 cos(u),u 1
Fig. 6.24

Sa se arate ca f este integrabila pe D si ” f :1—§In3.
D

20. Fie f:[0,1]" -0

1, daca (x,y)e((D ﬂ[O,l])x[O,%DUE((D ~0 )ﬂ[O,l])XBJD;
1

f(xy)= 0 daca (x,y)E((D ﬂ[O,l])x[%,lDU[((D -0 )ﬂ[O,l])X[OaiD.

< < : U 2 .
Sd se demonstreze ca f nu este integrabila Riemann pe [0,1] , exista

j[i f(x, y)dy}dx, dar nu exista j‘U‘ f(x, y)dx}dy_

ANY

21. Sa se arate ca mulfimea
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2
E= {(x y)el 2‘(x2 + y2) < az(x2 —~ yz)}, a=0

are arie si sa se determine aria sa.

0354, 90

W'Sin(w 0 @ \\/

~ 0354,
-1 -0.5 0 0.5 1
—L |/ cos(2-u)- cos(u) L

Fig. 6.25

Rispuns. ariaE =a’.
22. Sa se arate ca transformarea

T:{u:x+y’ (x,y)el?
V=Xy

aplica domeniul D = {(X, y)el 2‘ Xy>1L Xx+y<4,y> O} pe domeniul

2
A:{(u,v)eD 2‘2£u§4, 1svsu7}.

Sa se arate ca:

dxdy

_gdudv # m [?(()L:\;/))

si sa se explice de ce nu este aplicabild teorema de schimbare de variabila.
Raspuns. T nu este biunivoca.

23. Sa se calculeze, trecand la coordonate polare generalizate, integrala dubla:
| = ”|xy|dxdy,
D

unde:
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24. Fie functia continua f :[1,2] —[] s1 domeniul
_ 2| X 2 2 Y 2,2
D=:(xy)el ‘ESX +y° <X, ng +y <ye.
Folosind o schimbare de variabile adecvata sa se arate ca transformarea este regulata

s1 ca:
ot ) oo (o]

D (x2+y2
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s 1 //— —“‘\\\
0.8 >

1 0.6 f

E-sin(u)

T 0.4 / ;

—-sin(u) /

4 /

- P

L sinquy+ L 02 /

4 4 \ / \
1 S Py

1‘sin(u)+—
| - &
-0.2 ~_ //

-04
-1 \

2 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

1 11 11
— —-cos(u)+—,—-cos(u)+—,—-cos(u) ,—-cos(u)
2 2 4 4 4 2

Fig. 6.27

25. Sa se calculeze coordonatele centrului de greutate, momentele statice si
momentele de inertie ale placii omogene

D:{(x,y)eDZ‘x2+y2sa2, X2 +y%>ax, yzo}, a>0.
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2 2
1
0

2sin(u)

sin(u)

—2. -
-2 -1 0 1 2
=2, 2-cos(u), cos(u)+1

Fig. 6.27

Raspuns.

a 15 4
Xg =——; Jy=—ma";
©7 6 ¥ 128

14 11 4
Je=—a;, J,=—ma";
¢ on Y7128

7 3 1 4
Sy=—a";, J,=——a’;
* 12 Y24

T _3
S, =——a
Y16

26. Fie functia f :D—>0; D ={(X, y)|X2 +y? S(S%)Z}

X+ Y —3%£x£37‘2, COSX <y < (3%)2—x2;

f(xy)= .
X—Y; —3%3xs3%, 1/(37%) — X% < Yy <COSX.

Sa se arate ca f este integrabild Riemann pe D si sa se calculeze ” f.
D
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S \\\
// N\

s-sin(u)
o _,,d""r 15"%.._5

cos(u)

s-cos(u),u

Fig. 6.28

Raspuns. g-n : (3n2 —1).

Sa se calculeze urmatoarele integrale:
1—y)dxdy daca
j D( y) Y daca

D:{(x,y)‘ X2 +(y-1)" <1, y<x?, sz}.

1
Ra . —.
ispuns. -~

2. J-[Iarcsm\/_ X i jdy
2\ Jarcsiny sin x

Raspuns. Se va schimba ordinea de integrare, | = % -1.

j j arcsin +—— VX Y dxdy daca

D :{(x,y)| % <x% +y? S(Zn)z}.

2

10
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Raspuns. ° (%n — ﬁ}

2

j j Dz—jdxdy dacd

D :{(x, y)‘ls X2 +y2 < 2x}.

Raspuns. 1 — —3\/§ )

” arccoS ———— I dxdy daca

D:{(x,y)‘x2+y221,x2%,x+y£\/§,x—y£\/§}.

TEZ

Raspuns. 1 In2 ——
2 32

”D|xy| dxdy daci

2 2\ 2 2
X .
D_{(xy )ell ‘[—+;’—2j S;‘Z_z’xzo} abell”

a’h?

Raspuns.

R R%—x?
33, .[o [.[o In(l+ X2 + yz)dy]dx ,daca R>0.

Rispuns. %[(u R?)in(1+ R?) - RZ]

34. Sa se calculeze aria domeniului plan limitat de curba

(x2 + y2)2 =2a’.

Raspuns. gnaz .

11
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35. Sa se calculeze aria figurii limitate de curbele
X2+ y2=2x; x> +y?=4x;y=x si y=0.
Raspuns. Se trece la coordonate polare, A= 3(E + %) :
X

36. Sa se calculeze integrala j j q eV dxdy, daca S este un triunghi curbiliniu marginit
de parabola y? = x si dreptele x=0, y =1.

Raspuns. 1 :

37. Sa se calculeze integrala

J‘J‘D1 /1—:—z—g—jdxdy,

daca domeniul D este limitat de elipsa,

2 2
X~y .
—+=—=1abell .
a2 b2 +

Réspuns. %nab :

38. Sa se calculeze coordonatele centrului de greutate al unui sector

circular
omogen de raza a si unghi la varf 2a.

12
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2
S
\\
\\
1 \\\
\
y(uy 0
-1 //x
pd
P
/
"
J— S _2
0 0.5 1 15 2
0 x(u) S
Fig. 6.29
2asino
9 Xe=—F7
Raspuns. 3o
yG = 0

39. Sa se calculeze coordonatele centrului de greutate al unei placi omogene limitata
de curbele x> =ay, x+y=2a, a>0.

a
XG - —E,
Raspuns.
yG - ga

40. Sa se calculeze aria domeniului plan limitat de curbele

xy =a; x+y:ga, a>0.

Rispuns. % -2In2.

13



